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 1366. Prirodniot broj n  e poln kvadrat. Koj e najmaliot priroden broj koj 
e pogolem od n  i e poln kvadrat? 

 Re{enie. Ako n  e  poln kvadrat, toga{ postoi priroden broj k  takov {to 2n k . 

Najmaliot priroden broj koj e poln kvadrat i e pogolem od 2k  e 2( 1)k  , t.e. 2( 1)n  .  
 

 1367. Ako , ,a b c  se poparno razli~ni racionalni broevi, toga{  
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e poln kvadrat na racionalen broj. Doka`i! 
 Re{enie. Бидејќи ,a b  и c  се попарно различни рационални броеви, добиваме дека 
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 се исто така рационални броеви. Со 

елементарни трансформации дадениот израз можеме да го запишеме во облик: 
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 Бидејќи 1 1 1
c a a b b c
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 е рационален број, тврдењето од задачата е докажано.  

 1368. Opredeli gi vrednostite na zbirot x y u v+ + +  kade , , ,x y u v  se 

poparno razli~ni broevi, takvi {to  

x u y v

x v y u

+ +
=

+ +
. 

 Re{enie. Од условот на задачата имаме x y u x¹ ¹ ¹ , x u v x¹ ¹ ¹  и y v¹ . Дадениот израз 

можеме да го запишеме во облик  

( )( ) ( )( )x u y u x v y v+ + = + +  

2 2xy xu yu u xy xv yv v+ + + = + + +  

2 2 0xu xv yu yv u v- + - + - =  

( ) ( ) ( )( ) 0x u v y u v u v u v- + - + - + =  

( )( ) 0u v x y u v- + + + = . 

 Од условот на задачата 0u v- ¹ , па според тоа 0x y u v+ + + = , што требаше да се определи.  
   

 1369. Нека dcba ,,,  се ненегативни броеви. Докажи дека следниве искази се 

еквивалентни: 

  :1 xp  02222  dcba  и 0 dcba , и   :2 xp 0 kkkk dcba  

за секој k . 
 Решение. Импликацијата    2 1p x p x  е очигледна. Ако  2p x  е исполнет за произволен k Z , 

тогаш за 2k   и 1k   се добива  1p x . 

 Ќе ја покажеме импликацијата    1 2p x p x . Имаме 
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што требаше да се докаже. 
 

 1370.  Vo mno`estvoto realni broevi da se re{i sistemot ravenki  
2 2

2 2

2 2
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ìï - =ïïï - =íïï - =ïïî
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 Решение. Ако трите равенки ги собереме, непосредно добиваме дека  

0x y z+ + = . 

Ако од добиената равенка го изразиме z  и го замениме во првата равенка од системот, добиваме  
2 2 22x y x xy y- = + + , 

( 2 1) 0y y x+ + = . 

 Сега се можни два случаи.  

 Случај 1. 0y = .  

 Тогаш z x=- , па од втората равенка на системот добиваме дека ( 1) 0x x- = . Нејзини решенија се 

0x=  и 1x= . Ако 0x= , тогаш 0z = , па решение на почетниот систем е 0x y z= = = . Ако 1x= , 

тогаш 1z =- , па решение на системот е 1, 0, 1x y z= = =- .  

 Случај 2. 2 1y x=- - .  

 Тогаш 1z x= + . Ако замениме во третата равенка на почетниот систем, добиваме ( 1) 0x x+ = . 

Решенија на последната равенка се 0x=  и 1x=- . За 0x= , добиваме 1, 1y z=- =  и решение на 

системот е ( , , ) (0, 1,1)x y z = - . За 1x=- , добиваме 1y =  и 0z = , па решение во овој случај е 

( , , ) ( 1,1,0)x y z = - .  

 Конечно, множество на решенија на системот е  

{(0,0,0),(1,0, 1),( 1,1,0),(0, 1,1)}- - - . 
 

1371. Во триаголникот ABC , симетралата на аголот BAC  ја сече страната BC  

во точка D , правата низ D  која што е паралелна со AC  ја сече AB  во точка E  и 

правата низ E  која што е паралелна со BC  ја сече AC  во точка F . Докажи дека 

FCAE  . 

 Решение. Од паралелноста на DE  и AC  следува дека 

DAC EDA  . Од тоа што AD  е симетрала на аголот BAC , 

следува дека DAC DAE   па затоа EDA DAE  . Оттука, 

триаголникот AED  е рамнокрак и затоа AE DE , а од 

паралелограмот EDCF  следува дека DE FC . Затоа, 

AE FC . 
 

 1372. Niz to~kata A  se povle~eni dve pravi koi ja dopiraat kru`nicata k  

so radius R  vo to~kite B  i C , taka {to triagolnikot ABC  e ramnostran. Da 
se presmeta plo{tinata na triagolnikot ABC .   



 Решение. Нека O  е центар на кружницата k . Тогаш триаголникот BOC  е рамнокрак со основа 

BC  и крак со должина R . Нека S  е подножје на висината спуштена од O  кон страната BC  во 

триаголникот BOC .  

 Да забележиме дека 90OBA OCA = =  (како агли меѓу тетива и тангента во кружница). Според 

тоа 120BOC =  . Сега е јасно дека 60COS BOS = =   од каде добиваме дека 

1 1
2 2 2

ROS OB OC= = = . Сега од Питагорина теорема јасно е дека 3
2

RBS CS= = , па според тоа 

32 2 3
2

Ra BC BS R= = = = . 

Значи, страната на рамностраниот триаголник ABC  е 3a R= , па неговата плоштина е  

2 23 3 3
4 4ABC

a RPD = = . 

 

 1373. Zadadeni se 15  kvadratni trinomi 2
i ix p x q- + , {1,2,3,...,15}i Î , ~ii 

koeficinti se razli~ni i pripa|aat na mno`estvoto {1,2,3,...,30} (eden broj ne e 

koeficient vo dva trinomi). Koren na kvadraten trinom go narekuvame 
“dobar” ako toj e pogolem od 20.  
 Kolku najmnogu “dobri” koreni mo`e da imaat zadadenite 15 kvadratni 
trinomi? 

 Re{enie. Neka 2x px q+ +  e eden od zadadenite kvadratni trinomi. Toj mo`e da ima 

najmnogu eden dobar koren. Navistina, ako pretpostavime deka i 1x  i 2x  se dobri koreni, 

toga{ 1 2 20 20 30p x x= + > + > , {to e sprotivno na uslovite od zada~ata ( {1,2,3,...,30}p Î ).  

 Soglasno izborot na p  edna ravenka, t.e. kvadraten trinom ima dobar koren, ako 20p > . 

Navistina, ako pretpostavime deka 20p £  i  trinomot ima dobar koren, toga{ od korenite 

2

1/2
4

2
p p q

x
 -

=  e korenot 
2

1
4

2
p p q

x
+ -

= , t.e. 
2 4

20
2

p p q+ -
> . Poslednata neravenka 

mo`eme da ja zapi{eme vo oblik  

2 4 40p q p- > -  

2 24 160 80p q p p- > - +  

4 80 1600q p< -  

20 400 20 20 400 0q p< - < ⋅ - = , 

{to e sprotivno na izborot na q .  

 Vo mno`estvoto {1,2,3,...,30}  ima 10  broevi pogolemi od 20  koi mo`e da bidat vrednosti za 

p  a tie se 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29  i 30 .  

 Treba da poka`eme deka za sekoj od ovie broevi postoi trinom koj ima dobar koren. ]e 

napravime izbor 20kp k= + , kq k= , 1, 2, 3,..., 10k = . Toga{  

2 2 2 2 24 (20 ) 4 400 40 4 400 40 (20 )k kkD p q k k k k k k k k= - = + - = + + - > - + = -  

pri {to imame   

2
max 20 (20 ) 20 20 20

2 2 2
k k

k
p D k k k kx

+ + + - + + -= > = = . 

 



 1374. Neka ABC  e vpi{an triagolnik vo parabolata 2y x= . Broevite , ,a b c  se 

apscisi na srednite to~ki na negovite strani.  
 Opredeli go radiusot na opi{anata kru`nica okolu triagolnikot .  
 Re{enie. Neka 2( , )A l l , 2( , )B m m  i 2( , )N n n  se temiwa na triagolnikot ABC . Toga{ od 

uslovot na zada~ata imame  

1 ( )
2

c m l= + , 1( )
2

b l n= + , 1( )
2

a n m= + , 

a spored formulata za presmetuvawe na plo{tina na triagolnik zadaden vo koordinati imame  
2 2

2 2
1 1| | | ( )( )( ) |
2 2ABC

m l m lP m n n l l mn l n l
- -= = - - -- - . 

 Od druga strana, spored formulata za rastojanie me|u to~ki, imame  
2 2 2 2 2 2( ) ( ) | | 1 ( ) | | 1 4AB m l m l m l m l m l c= - + - = - + + = - +  

2 2 2 2 2 2( ) ( ) | | 1 ( ) | | 1 4BC n m n m n m n m n m a= - + - = - + + = - +  

2 2 2 2 2 2( ) ( ) | | 1 ( ) | | 1 4CA l n l n l n l n l n b= - + - = - + + = - +  

 Sega radiusot na opi{anata kru`nica okolu triagolnikot }e go presmetame po formulata  

2 2 21 (1 4 )(1 4 )(1 4 )
4 2ABC

AB BC CAR a b c
P
⋅ ⋅= = + + + . 

 1375. Da se presmeta vrednosta na izrazot  

tg5 tg 20 tg 20 tg65 tg 65 tg5⋅ + ⋅ + ⋅      . 

 Решение. Со помош на тригонометриски идентитети добиваме  

tg5 tg 20 tg 20 tg65 tg65 tg5 tg5 tg 20 tg 20 tg(90 25 ) tg(90 25 ) tg5

tg5 tg 20 ctg 25 (tg 20 tg5 )

sin5 sin 20 cos25 sin 20 sin5
cos5 cos20 sin 25 cos20 cos5

sin5 sin 20 co
cos5 cos20

+ + = + - + - =

= + + =
æ ö÷ç= + + =÷ç ÷çè ø

= +
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= + =

+= + = =

- +
=
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 1376. Neka , ,a b c  i d  se celi broevi. Doka`i deka proizvodот  
( )( )( )( )( )( )P a b c a d a d c d b c b        

e deliv so 12.   
 Re{enie. Od ~etiri prirodni t.e. celi broevi, dva broja mo`eme da izbereme na 

4 4! 6
2!2!2

 
  

 
 na~ini, i tie se , , , , ,a b a c a d b c b d c d .  

Sega e jasno deka od razlikite na broevite vo sekoj par odvoeno e formiran proizvodot P . Od 

druga strana, brojot 12 mo`eme da go zapi{eme vo oblik 212 2 3  . Spored toa, dovolno e da 

doka`eme deka 4 | P  i 3 | P .  

 Da zabele`ime deka dva od broevite , ,a b c  i d  pri delewe so 3  imaat ist 

ostatok(tvrdeweto sleduva od Principot na Dirihle). Spored toa, nivnata razlika e deliva so 
3, i istata e delitel na P  , t.e. 3 | P . Navistina, bez ograni~uvawe na op{tosta mo`eme da 



pretpostavime deka 3a k r   i 3b p r   , pa toga{ od |b a P  , dobivame deka 3( ) |p k P , t.e. 

3 | P .   

 Od druga strana pri delewe so 4 na dadenite ~etiri broja, se dobivaat ~etiri ostatoci 

1 2 3 4, , ,r r r r , t.e. mo`ni se ~etiri ostatoci. Tie pripa|aat na mno`estvoto {0,1,2,3} . Sega, mo`ni 

se dva slu~ai.  
 Slu~aj 1. Postojat dva ostatoci koi se ednakvi me|u sebe.  
 Neka dva od broevite , , ,a b c d  se od oblik 14k r  i 24k r . Toga{ nivnata razlika

1 2 1 2(4 ) (4 ) 4( )k r k r k k      e deliva so 4 , t.e. 4 | P .  

 Slu~aj 2. Site ~etiri ostatoci se razli~ni me|u sebe.  

 So drugi zborovi i jr r  ako i j , , {0,1,2,3}i j . Toga{ eden od broevite e od oblik 4 1ik   a 

drug e od oblik 4 3jk  . Nivnata razlika e deliva so 2. Preostanatite dva broja se od oblik 

4 2lk   i 4 mk  i nivnata razlika e isto taka deliva so 2 , a ne e deliva so 4 . Zna~i, dva od 

mno`itelite na P  se delivi so 2 (ne se delivi so 4), pa nivniot proizvod e deliv so 4 .  
 Od celata prethodna diskusija 4 | P , pa spored toa 12 | P   {to treba{e da se doka`e.  

 1377. Kvadratnata ravenka 2 0ax bx c+ + =  ima koreni vo intervalot [0,1] . 

Opredeli go maksimumot na izrazot  

( )(2 )

( )

a b a b

a a b c

- -
- +

.                                         (*) 

 Решение. Нека u  и v  се корени на равенката 2 0ax bx c+ + = , при што без губење на општоста 

можеме да претпоставиме дека 0 1u v£ £ £ . Од Виетовите врски имаме  

bu v
a

+ =-  и cuv
a

= , т.е. ( )b a u v=- + , c auv= . 

 Ако замениме во изразот (*) , добиваме  

2

( )(2 ) [ ( )][2 ( )] (1 ) (2 )
( ) [ ( ) ] (1 )

(1 )(2 ) 12 2 3.
(1 )(1 ) 1 1 1 1

a b a b a a u v a a u v a u v a u v
a a b c a a a u v auv a u v uv

u v u v u v u
u v v u u u

- - + + + + + + + += = =
- + + + + + + +

+ + + += = + + £ + + =
+ + + + + +

 

 Јасно е дека равенство се достигнува кога 1u v= = (во тој случај равенката има двоен корен 1 , при 

што таа е од облик 2( 1) 0a x- = ).  
 

 1378. Da se re{i ravenkata  

1 2 2 1
... 3

x x

x x x x

- -
+ + + + = , 

vo mno`estvoto celi broevi.  
 Решение. Бидејќи 0x¹ (дефинициона област на равенката), ако ја помножиме со x  таа го добива 

обликот  

  ( 1) ( 2) ( 3) .... 3 2 1 3x x x x- + - + - + + + + = .  

Левата страна на равенката е аритметичка прогресија, која е опаѓачка, со прв член 1 1a x= - , со разлика 

1d =-  и 1na = . Бидејќи 1 1 11 1 1
1

na a xn x
d
- - += + = + = -

-
, добиваме  

1 1 1 ( 1) 3
2 2

n
n

a a xS n x x
+ - += ⋅ = - =  

т.е.  
2 7x x= . 



 Бидејќи 0x¹ , решение на равенката е 7x= .  
 

1379. Нека , ,a b c  се произволни реални броеви. Докажи дека барем еден од 

броевите      2 2 2
9 , 9 , 9a b c ab a b c bc a b c ca          е ненегативен. 

 решение: Да претпоставиме спротивно, т.е. дека сите три броја се негативни. Тогаш имаме 

     2 2 2
9 0, 9 0, 9 0.a b c ab a b c bc a b c ca             

Собирајќи ги овие неравенства и со средување добиваме 
2 2 2 0,a b c ab bc ca       

т.е. 

     2 2 21
0.

2
a b b c c a         

Но, сума на квадрати на три реални броеви не може да биде негативна, па заклучуваме дека барем 
еден од разгледуваните три броја е ненегативен, што требаше да се докаже.  
 

1380. Нека a , b , c  се цели броеви така да a  е парен, b  непарен. Докажи 
дека за секој природен број n , постои природен број x , така да  

cbxaxn 2|2 . 
Решение. Тврдењето ќе го покажеме со помош на принципот на математичка индукција. За 0n= , 

0x Î , јасно е дека 0 2
0 02 | ax bx c+ + . За 0k ³ , нека kx Î  е таков да 22 | ( )k

k k kax bx c P x+ + = . Ќе го 

избереме 1kx + Î  така да 1
12 | ( )k

kP x+
+ . Ако 12 | ( )k

kP x+   тогаш 1k kx x+ = .  

Во спротивно ( ) 2k
kP x d= ⋅ , d Î , каде d е непарен број.  

Па, ( ) ( ) ( )( ( ) )k k kP x P x x x a x x b- = - + + , каде ( )ka x x b+ +  е непарен , за xÎ .  

Нека 1 2k
k kx x h+ = + ⋅ , hÎ  е непарен. Оттука 

1 1 1( ) ( ) 2 ( ( ) ) 2 ( ( ( ) ))k k
k k k k k kP x P x h a x x b d h a x x b+ + += + + + = + + + . Бидејќи 1( ( ) )k kd h a x x b++ + +  е 

парен, 1
12 | ( )k

kP x+
+ , па согласно принципот на математичка индукција тврдењето важи. 

 


