
PODGOTVITELNI ZADA^I_ OLIMPISKI TEMI 
 
 Tema:Funkcionalni ravenki, polinomi, nizi 
 Podgotvil: Aleksa Mal~eski 
 
 1. Funkcijata :f    gi zadovoluva uslovite:  

 | ( ) ( ) | | |f a f b a b- £ -  

 ( ( (0))) 0f f f =  

 Doka`i deka (0) 0f = .  

 Re{enie. Zaradi poednostavuvawe na ozna~uvaweto, }e ja koristime oznakata  

пати

( ) ( (... ( )....))k

k

f x f f f x
-

=  . 

So vaka vovedenata oznaka, so koristewe na uslovite od zada~ata dobivame  
2 3 2 2| (0) | | (0) 0 | | (0) (0) | | (0) (0) | | (0) |f f f f f f f= - ³ - ³ - =  

i  
2 2 3| (0) | | (0) 0 | | (0) (0) | | (0) |f f f f f= - ³ - = . 

Od poslednite dve neravenstva dobivame 2| (0) | | (0) |f f= .  

 Sega imame dva slu~ai.  

 Slu~aj 1. 2(0) (0)f f= . 

 Toga{ 
2 2 3 20 (0) (0) | (0) (0) | | (0) |f f f f f= - ³ - = , 

pa spored toa 2(0) (0) 0f f= = .  

 Slu~aj 2. 2(0) (0)f f=- . 

 Toga{, od uslovite na zada~ata imame  
2| (0) | | (0) 0 | | (0) (0) | 2 | (0) |f f f f f= - ³ - = . 

Od poslednoto neravenstvo ednostavno se gleda deka | (0) | 0f £ , t.e. (0) 0f = .  

 Od slu~iate 1 i 2 dobivame deka (0) 0f = .  
 

 2. Opredeli gi site realni funkcii ( )f x  takvi {to  

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 4
f xy f xz f x f yz+ - ⋅ ³ , 

za sekoi realni broevi , ,x y z .  

 Re{enie. Ako vo neravenstvoto zamenime 0x y z= = = , so algebarski transformacii 

dobivame  

( )2 1(0) (0) 0
4

f f- + £  

( )
2

1(0) 0
2

f - £ . 

Od osobinite na realni broevi dobivame deka 1(0) 0
2

f - = , t.e 1(0)
2

f = .  

 Sega, ako vo poчetnata neravenka izbereme 0y z= =  go dobivme neravenstvoto  



4 (0) 4 ( ) (0) 1f f x f- ³ . 

So algebarski transformacii i ako go iskoristime ravenstvoto 1(0)
2

f = , dobivame 

1( )
2

f x £ .  

 Ako vo po~etnoto neravenstvo zamenime 1x y z= = = , dobivame deka  

2 1(1) (1)
4

f f- ³  

( )
2

1(1) 0
2

f - £ . 

Povtorno od osobinite na realni broevi, dobivame deka 1(1) 0
2

f - = , t.e 1(1)
2

f = .  

 So zamena 1y z= =  vo poчetnata ravenka, dobivame deka 1( ) ( ) (1)
4

f x f x f- ³ , i ako go 

iskoristime ravenstvoto 1(1)
2

f = , dobivame deka 1( )
2

f x ³ .  

 Od celata prethodna diskusija jasno e deka edinstvena funkcija koja go zadovoluva 

neravenstvoto e 1( )
2

f x = .  

 

 3. Opredeli gi site realni funkcii :f    takvi {to za sekoi 

realni broevi x  i y  va`i 

  ( ( ) ) ( )f xf y x xy f x+ = + .  

 Re{enie. Za 1x=  imame ( ( ) 1) (1)f f y y f+ = + . Za bilo koj realen broj a  , i za 

realniot broj (1)y a f= -  imame 

( ( ) 1) (1) (1) (1)f f y y f a f f a+ = + = - + = , 

pa spored toa funkcijata e surjektivna. 

 Specijalno, postoi bÎ  takov {to ( ) 1f b =- .  

 Neka ,c d Î   se takvi {to ( ) ( )f c f d= . No toga{  

(1) ( ( ) 1) ( ( ) 1) (1)c f f f c f f d d f+ = + = + = + , 

odnosno c d= . Spored toa, f  e injektivna funkcija. 

 Za 1x=  i 0y =  dobivame  

( (0) 1) (1)f f f+ = . 

Bidej}i f  e injektivna funkcija dobivame deka (0) 1 1f + = , t.e. (0) 0f = .  

 Za 0x ¹  opredeluvame 
( )f x

y
x

=- . Toga{  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0 (0)

f x
f xf y x x f x f x f x f

x
æ ö÷ç+ = - + =- + = =÷ç ÷çè ø

, 

pa povtorno od injektivnosta na f  imame ( ) 0xf y x+ = , t.e.  

( ) 1f y =-  

( )
( )

f x
f f b

x
æ ö÷ç- =÷ç ÷çè ø

, 

( )f x
b

x
- =  

( )f x bx=- , 



 za site realni broevi 0x ¹ .  

 Sega, so zamena vo poчetnata ravenka, dobivame deka 2 1b = , t.e. 1b = , so {to gi 

dobivame funkciite ( )f x x=-  i ( )f x x= .  

 Ne e te{ko da se proveri deka istite ja zadovoluvaat po~etnata ravenka.  
 

 4. Opredeli gi site funkci f , opredeleni na mno`estvoto realni broevi, 

za koi se ispolneti neravenstvata ( )f x x£  i ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ £ + ,  za sekoi 

realni broevi x  i y .  

 Re{enie. Od neravenstvoto ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ £ +  , za 0x y= =  dobivame  

(0) (0 0) (0) (0)f f f f= + £ + , 

t.e. 0 (0)f£ . Ako pak vo ( )f x x£  zamenime 0x =  dobivame (0) 0f £ . Spored toa, (0) 0f = .  

 Ponatamu, za sekoj xÎ  va`i  

0 ( ( )) ( ) ( ) ( ) 0f x x f x f x x x= + - £ + - £ + - =  

( ) ( ) 0f x f x+ - =  

( ) ( )f x f x- =- . 

Оd proizvolnosta na realniot broj x  dobivame deka ( )f x  e неparna funkcija.  

 Bidej}i za proizvolen xÎ  e ispolneto ( )f x x- £- , t.e. ( )x f x£- - , ako ja 

iskoristime neparnosta na funkcijata, dobivame  

( ) ( )x f x f x x£- - = £ , 

pa spored toa 

( )f x x= , za sekoj xÎ . 

 Ne e te{ko da se doka`e deka ( )f x x= , go zadovoluva dadenoto neravenstvo. Od 

prethodnata diskusija neposredna posledica e edinstvenosta.  
 

 5. Za polinomot P  koj ima stepen n , se ispolneti ravenstvata ( ) 2kP k =  

za 0,1,2,...,k n= . Opredeli go ( 1)P n+ . 

 Re{enie. Za bilo koj priroden broj r , 0 r n£ £  polinomot  

( 1)( 2)...( 1)
!

x x x x x r
rr

æ ö - - - +÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø
 

e polinom od r -ti stepen. ]e go razgledame polinomot  

( ) ...
0 1 2

x x x x
Q x

n

æ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷= + + + +ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çè ø è ø è ø è ø
, 

koj spored prethodnata zabele{ka e polinom od n -ti  stepen. Spored Бinоmnata formula, 

imame  

( ) ... (1 1) 2
0 1 2

k kk k k k
Q k

n

æ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷= + + + + = + =ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çè ø è ø è ø è ø
, 

za sekoj 0,1,2,...,k n= . Spored toa, ( ) ( )P x Q x=  za sekoj xÎ , od kade {to dobivame  

11 1 1
( 1) ( 1) ... 2 1

0 1
nn n n

P n Q n
n

+
æ ö æ ö æ ö+ + +÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷+ = + = + + + = -ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø

, 

{to treba{e da se opredeli.  
 



 6. Opredeli gi site realni funkcii ( )f x , takvi {to za sekoj realen 

broj x  e ispolneto ravenstvoto  
2 4( ) (1 ) 2x f x f x x x+ - = - .                (1) 

 Re{enie. Ako vo (1) napravime transformacija 1x x - , toga{ ravenkata go dobiva 

oblikot  
2 4(1 ) (1 ) [1 (1 )] 2(1 ) (1 )x f x f x x x- - + - - = - - -  

2 4(1 ) (1 ) ( ) 2(1 ) (1 )x f x f x x x- - + = - - - ,                                                       (2) 

za sekoj realen broj x .  

 Od po~etnata ravenka imame 4 2(1 ) 2 ( )f x x x x f x- = - - . Ako zamenime vo (2), so pomo{ 

na algebarski transformacii dobivame  
2 2 3 2( )( 1)( 1) (1 )(1 )( 1)f x x x x x x x x x- - - + = - + - - . 

Od neravenstvoto 2 1 0x x- + > , koe e ispolneto za sekoj xÎ  dobivame deka  

  2 2 2( )( 1) (1 )( 1)f x x x x x x- - = - - - .           (3) 

 Od ravenstvoto (3) neposredno dobivame deka 2( ) 1f x x= - , za ,x a b¹ , kade a  i b  se 

re{enija na ravenkata 2 1 0x x- - = . Spored Vietovite pravila, za a  i b  se ispolneti 

ravenstvata 1ab =-  i 1a b+ = . Zamenuvaj}i vo ravenkata (1) dobivame  

2 4

2 4

( ) (1 ) 2

( ) (1 ) 2

f f

f f

a a a a a

b b b b b

ìï + - = -ïïíï + - = -ïïî
, t.e. 

2 4

2 4

( ) ( ) 2

( ) ( ) 2

f f

f f

a a b a a

b b a b b

ìï + = -ïïíï + = -ïïî
. 

Re{enie na ovoj sistem e ( )f ka =  i 4 2( ) 2f kb a a a= - - , kade k  e proizvolen realen broj.  

 Kone~no, re{enie na (1) e  

4 2

2

ako

( ) 2 ako

1 ako ,

k x

f x k x

x x

a

a a a b

a b

ì =ïïïï= - - =íïïï - ¹ïî

, 

kade a  i b  se re{enija na ravenkata 2 1 0x x- - = . Od prethodnata diskusija jasno e deka 

ovie funkcii se edinstvenite re{enija na (1).  
 

 7. Neka : (0, )f +¥    e funkcija koja gi ispolnuva slednite uslovi:  

 f  e strogo raste~ka 

 
1

( )f x
x

>-  za sekoj realen broj 0x>  

 
1

( ) ( ) 1f x f f x
x

æ ö÷ç + =÷ç ÷çè ø
 za sekoj realen broj 0x> .  

 Opredeli ja vrednosta (1)f .  

 Re{enie. Neka e (1)f t= . Za 1x= , od tretata osobina koja ja zadovoluva funkcijata 

imame  

( 1) 1tf t + = , 

pa spored toa 0t ¹  i 1( 1)f t
t

+ = . Ako zamenime 1x t= + , dobivame  



( )1( 1) ( 1) 1
1

f t f f t
t

+ + + =
+

, 

 pa spored toa  

( )1 1 (1)
1

f t f
t t
+ = =

+
. 

Bidej}i f  e strogo monotono raste~ka funkcija, dobivame deka 1 1 1
1t t

+ =
+

, t.e. baranata 

vrednost za t  e re{enie na ravenkata 2 1 0t t- - = . Nejzini re{enija se 1/2
1 5
2

t = . Ako e 

1 5 0
2

t += > , toga{ bi imale  

11 (1) (1 ) 1t f f t
t

< = < + = < . 

 Zaradi dobienata kontradikcija 1 5(1)
2

f t -= = . Da zabele`ime deka 1 5( )
2

f x
x

-=  e 

funkcija koja gi zadovoluva uslovite od zada~ata.  
 

 8. Dadena e nizata реални broevi ( )n na Î  , takva {to za sekoi 

0, , 0m n m nÎ ³ ³  e ispolneto ravenstvoto  

2 2

1
( )
2m n m n m na a a a+ -+ = + .              (1) 

 Opredeli go 2015a , ako 1 1a = .  

 Re{enie. Za m n=  imame 2 0 2 2 2
1 ( )
2m m m ma a a a a+ = + = , pa spored toa 0 0a = .  

 Ako vo (1) zamenime 0n= , dobivame 2 0
1 ( )
2m m ma a a a+ = + , odnosno 2 4m ma a= .  

 Ako vo (1) zamenime 2m n= + , dobivme  

  2 2 2 2 4 2 2 2
1 1( ) (4 4 ) 2 2
2 2n n n n n n na a a a a a a a+ + + ++ = + = + = + .     (2) 

No bidej}i 2 2 2( 1)n na a+ += , imame 2 2 14n na a+ += . Bidej}i 2 14 4a a= = , dobivame  

2 2 2 1 1 14 4 4( 1)n n na a a a a+ + ++ = + = + .        (3) 

 Sega, od (2) i (3) dobivame deka  

2 12 2 4( 1)n n na a a+ ++ = + , 

2 12 2n n na a a+ += - + .           (4) 

Pritoa ispolneti se ravenstvata 0 0a =  i 1 1a = . Ne e te{ko da se proveri deka 

2 34, 9a a= = . Toa ni dava povod da proverime dali 2
na n= , n" Î .  

 Tvrdeweto e to~no za 0,1,2,3n = . Ponatamu }e prodol`ime so pomo{ na principot na 

matemati~ka indukcija.  Neka tvrdeweto e to~no za site prirodni broevi pomali od 2n+ , 

t.e. 2
na n=  i 2

1 ( 1)na n+ = + . Toga{ od  (4)  dobivame  

2 2 2 2
2 12 2 2( 1) 2 4 4 ( 2)n n na a a n n n n n+ += - + = + - + = + + = + . 

Sega tvrdeweto sleduva od principot na matemati~ka indukcija.  
 Ne e te{ko da se proveri deka nizata go zadovoluva ravenstvoto (1). Pri toa  

2
2015 2015a = . 

 



 9. Nizata 1 2, ,...a a  e opredelen so 1 22, 5a a= =  i 2 2
2 1(2 ) (2 )n n na n a n a+ += - + +  

za sekoj 1n ³ . Dali postojat prirodni broevi ,p q  i r  takvi {to p q ra a a= ? 

 Re{enie. ^lenovi na dadenata niza se 2,5,11,8,65, 766,...-  redosledno. Da zabele`ime 

deka razlikata me|u bilo koi dva sosedni ~lenovi na nizata e deliva so 3. ]e doka`eme 

pove}e, t.e. dovolno e da se doka`e deka 2 (mod 3)na º . Jasno e deka 1 2, 2 (mod3)a a º

(neposredna proverka). Tvrdeweto }e go doka`eme so pomo{ na principot na matemati~ka 

indukcija. Neka tvrdeweto e to~no za sekoj priroden broj pomal od 2n+ , t.e. 

1, 2 (mod 3)n na a+ º . Toga{, od osobinite na kongruencii, imame 

2 2
2 (2 ) 2 (2 ) 2 8 2 (mod 3)na n n+ º - ⋅ + + ⋅ = º . 

 Spored пrincipot na matemati~ka indukcija 2 (mod 2)na º .  

 Toga{, za proizvolni prirodni broevi , ,p q r  imame 2 2 4 1 (mod 3)p qa a º ⋅ = º  i 

2 (mod 3)ra º . Spored toa, za proizvolni , ,p q r Î  imame p q ra a a⋅ ¹ .  

 Zna~i, odgovorot e ne postojat takvi prirodni broevi.   
 

 10. Nizata 0( )n na ¥
=  e opredelena so 0 1 2 1a a a= = = , i 3 2 1 !n n n na a a a n+ + +- =  za 

0n³ . Doka`i deka na Î  za sekoj 0nÎ .  

 Re{enie. ]e ja razgledame nizata 1( )n nv ¥
=  zadadena so 0 1v = , 1 1v =  i 2( 1)n nv n v -= -  za 

sekoj 2n ³ . Od samata defincija na nv  e jasno deka site ~lenovi na nizata 0( )n nv ¥
=  se celi 

broevi.  

 So pomo{ na principot na matemati~ka indukcija }e poka`eme deka 1 !n nv v n+ =  za sekoj 

0n ³ . Za 0n=  imame 0 1 1 1 1 0!v v = ⋅ = = , t.e. tvrdeweto e to~no. Neka 1 ( 1)!n nv v n- = - . 

Bidej}i 1 1n nv nv+ -= , dobivame  

1 1 ( 1)! !n n n nv v nv v n n n+ -= = - = . 

 So toa e doka`ano deka tvrdeweto e to~no za sekoj 0nÎ .  

 Povtorno so indukcija }e poka`eme deka n na v= . Jasno e deka za {0,1,2,}n Î  e ispolneto 

ravenstvoto n nv a= . Neka za 3n ³  e ispolneto 3 3n na v- -= , 2 2n na v- -= , 1 1n na v- -= . Toga{ 

3 1 2( 3)! n n n nn a a a a- - -- = - , pa spored toa  

1 2 1 2

3 3

3 2 3 2
2 2

3

2

( 3)! ( 3)!

( 2)
( 2)

( 1)

n n n n
n

n n

n n n n
n n

n

n n

n a a n v v
a

a v

v v n v v
v n v

v

n v v

- - - -

- -

- - - -
- -

-

-

- + - +
= = =

+ -
= = + - =

= - =

 

 Spored principot na matemati~ka indukcija, n na v=  za sekoj 0n ³ , pa spored toa site 

~lenovi na nizata 0( )n na +¥
=  se celi broevi.   

   


