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 I godina 
 
 277. Za realnite broevi ,a b  i c  se ispolneti neravenstvata | | | |a b c  , 

| | | |b c a   i | | | |c a b  . Doka`i deka 0a b c   .  
 Re{enie. Ako dadenite ravenstva gi kvadrirame dobivame  

2 2( )a b c  ,  2 2( )b a c  ,  2 2( )c a b  . 

Ako dobienite neravenstva gi sobereme dobivame  
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )a b c a b b c c a        , 

koe e ekvivalentno so  
20 ( )a b c   .                    (*) 

Da zabele`ime deka (*) e to~no ako i samo ako vo nego e ispolneto ravenstvo. Ravenstvo e 

ispolneto ako i samo ako  0a b c   , {to treba{e i da se doka`e.   

 278. Dali postojat poparno razli~ni prirodni broevi , , ,x y u v  takvi {to  

( )( ) ( )( )x u y v y u x v+ + = + + ?                          (*) 

 Решение.  Нека , , ,x y u v  се попарно различни броеви, т.е. , , ,x y u v Î  и x y u v x u¹ ¹ ¹ ¹ ¹ . 

Равенството (*) можеме да го запишеме во облик  

( )( ) ( )( )x u y v x v y u+ + = + +  

xy xv uy uv xy vy xu uv+ + + = + + +  

0xv yu xu yv+ - - =  

( ) ( ) 0y u v x u v- - - =  

( )( ) 0y x y v- - = . 

Од точноста на низата равенства, добиваме дека 0y x- =  или 0u v- = , т.е. x y=  или u v= , 

што е во спротивност со претпоставката дека броевите се попарно различни. Според тоa, не 
постојат природни броеви за кои е исполнето равенството.  
  

 279. Za realnite broevi  x  i y  e ispolneto ravenstvoto  

4
2 2

x y x y

x y x y

+ -
+ =

+ -
.                  (1) 

 Doka`i deka 2 2 0x y- ¹  i opredeli gi mo`nite vrednosti na izrazot  
2 2

2 2

x y

x y

+
-

. 

 Решение. Ако за реалните броеви x  и y  е исполнето равенството (1), тогаш 2 0x y+ ¹  и 

2 0x y- ¹ . Нека претпоставиме спротивно, т.е. дека 2 2 0x y- = . Тогаш ( )( ) 0x y x y- + =  од каде 

добиваме дека 0x y- =  или 0x y+ = . Двата случаи ќе ги разгледаме одделно.  

 Случај 1. 0x y- = . 



 Во овој случај равенството (1)  го добива обликот  4
2

x y
x y
+ =
+

 , од каде добиваме дека 

3 7 0x y+ = . Но, на тој начин го добиваме системот 2 26x y=  од 
0

3 7 0

x y

x y

ì - =ïïíï + =ïî
, за кој 

детерминантата на системот е 
1 1

7 3 10 0
3 7

-
D= = + = ¹ . Хомогениот систем има едно единствено 

решение 0x y= = . Но, тогаш 2 0 2 0 0x y+ = + ⋅ =  што не е можно.  

 Случај 2. 0x y+ = . 

 Во овој случај равенството (1)  го добива обликот  4
2

x y
x y
- =
-

 од каде ја добиваме равенката 

3 7 0x y- = . Но, на тој начин го добиваме системот 
0

3 7 0

x y

x y

ì + =ïïíï - =ïî
, за кој детерминантата на 

системот е 
1 1

10 0
3 7

D= =- ¹
-

. Хомогениот систем има едно единствено решение 0x y= = . Но 

тогаш 2 0 2 0 0x y- = - ⋅ = , што не е можно.  

 Заради претходно добиените две контрадикции, добиваме дека , 0x y x y- + ¹ , т.е. 2 2 0x y- ¹

.  Сега, изразот (1) можеме да го запишеме во облик  

( )( 2 ) ( )( 2 )
4

( 2 )( 2 )
x y x y x y x y

x y x y
+ - + - + =

- +
 

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2
4

4

x xy xy y x xy xy y

x y

+ - - + - + - =
-

 

2 2 2 22 4 4 16x y x y- = - . 

Конечно, 2 26x y=  од каде што добиваме  
2 2 2 2

2 2 2 2
6 7

56

x y x x
x y x x

+ += =
- -

. 
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 280. Da se re{i sistemot ravenki  
2 2

2 2

2 3 3

2 2 6

x xy y

x xy y

ìï - + =ïíï + - =ïî
 , 

vo mno`estvoto realni broevi.  

 Решение. Oчигледно е дека 0x ¹ . Во спротивен случај би го добиле системот 
2

2

3

3

y

y

ìï =ïíï =-ïî
 кој 

очигледно нема решение. Во тој случај оправдана е смената y tx=  со која системот го добива 

обликот  
2 2

2 2

(1 3 ) 3

(1 2 2 ) 6

x t t

x t t

ìï - + =ïíï + - =ïî
.                    (1) 

Ако првата равенка на системот ја поделиме со втората равенка на системот, ја добиваме равенката  



2

2
1 3 1

21 2 2
t t
t t

- + =
+ -

. 

Се разбира, последната равенка е определена за 1 3
2

t ¹ . Истата го добива обликот 

24 8 3 0t t- + = , а нејзини решенија се 1
1
2

t =  и 2
3
2

t = . Двете решенија ќе ги разгледаме како 

одделни случаи.  

 Случај 1. 1
1
2

t = . 

 Од првата равенка на системот (1) добиваме 2 4x = , па според тоа 1 2x =  и 2 2x =- . 

Соодветно 1 1y =  и 2 1y =- , не е тешко да се провери дека паровите 1 1( , ) (2,1)x y =  и 

2 2( , ) ( 2, 1)x y = - -   се решенија на системот.  

 Случај 2. 2
3
2

t = . 

 Од првата равенка на системот (1) добиваме 2 12x =- , па според тоа, во овој случај системот 

нема решение.  

 Конечно, единствени решенија на системот се 1 1( , ) (2,1)x y =  и 2 2( , ) ( 2, 1)x y = - - .  

281. Da se re{i ravenkata 

1
( 3 8 ) 6 0

( 3 8 )

x

x
+ + - =

+
 

 Решение. Воведуваме смена ( )8 3
x

y = +  и равенката го добива обликот  

1 6 0y
y

+ - = , т.е. 2 6 1 0y y- + = . 

Решенија на последната квадратна равенка се 1 8 3y = +  и 2 8 3y = - .  Не е тешко да се провери 

дека 1
2

1y
y

= . Добиените решенија ги заменуваме во смената, при што ќе добиеме  

( )8 3 8 3
x

+ = + . 

Според особините на операцијата степенување, добиваме дека решение на последната равенка е 

2x= .  

 Од друга страна,  

( ) 113 8 3 8 (3 8)
3 8

x
-+ = - = = +

+
. 

Повторно, од особините на операцијата степенување добиваме 1
2
x =- , т.е. 2x =- .  

 Не е тешко да се провери дека 1 2x =  и 2 2x =-  се решенија на почетната равенка.  
   

  282. Vo romb so strana a  i ostar agol 60  e vpi{ana kru`nica. Da se 
najde plo{tinata na ~etiriagolnikot ~ii temiwa se dopirnite to~ki na 
kru`nicata so stranite na rombot. 
 Решение. Нека допирните точки на впишаната кружница k  во ромбот ABCD  ги означиме со 

, , ,M N P Q . Јасно е дека висината на ромбот е 3
2

ah = , па според тоа, радиусот на впишаната 



кружница во ромбот е 3
2 4

ahR = = . Сега, според задача 1372-Рубрика задачи), добиваме дека 

страната на рамностраниот триаголник AMQ  е 33
4
ax R= = . Значи, должината на едната страна 

на четириаголникот MNPQ  е 3
4
ax = .  

 Од друга страна, должината на краците DP  и DQ  на рамнокракиот триаголник PDQ  е  

1
4

DP DQ a= = . 

Неговите агли имаат големини 120 ,30 ,30   , па не е тешко да се пресмета дека должината на 

неговата основа е  

3 312
4 2 4

ay a= ⋅ = . 

 Четириаголникот MNPQ  е правоаголник, па според тоа неговата плоштина е  

23 3 33
4 4 16

a aaP xy= = = , 

што требаше да се пресмета.  
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 283. Doka`i deka od proizvolni ~etiri broja od intervalot 0,
2

pæ ö÷ç ÷ç ÷çè ø
 mo`e 

da se izberat dva ( x  i y ) takvi {to  
2 28cos cos cos( ) 1 4(cos cos )x y x y x y- + > + . 

 Решение.  Неравенството 2 28cos cos cos( ) 1 4(cos cos )x y x y y x- + > +  можеме да го запишеме 

во облик  
28cos cos (cos cos sin sin ) 4cos 4cos 1 0x y x y x y y x+ - - + >  

 Користејќи алгебраски трансфромации и тригонометриски идентитети левата страна на 
последното неравенство го добива обликот  

2 22(2cos 1)(2cos 1) 2sin 2 sin 2 1 0x y x y- - + - > , 

2cos 2 cos 2 2sin 2 sin 2 1 0x y x y+ - >  

2cos(2 2 ) 1x y- >  

1cos(2 2 )
2

x y- > . 

Сега интервалот ( )0,
2
p  ќе го разделиме на три  дела со еднаква должина на следниот начин 

( (0, , , , ,
6 6 3 3 2
p p p p pé ù ù ù

ê ú ú úë û û û
. Според Принципот на Дирихле, два од четирите броја припаѓаат на еден од 

тие интервали. Нека тие броеви се x  и y . Тогаш | |
6

x y p- < , т.е. | 2 2 | 2
6 3

x y p p- < = , па сега од 

парноста на функцијата cosy x= ,  добиваме дека  

1cos(2 2 ) cos
3 2

x y p- > = , 

што требаше да се докаже.  
    



 284. Parabolata 2y ax bx c= + +  minuva niz to~kite ( 2,1)A -  i (2,9)B , i nema 

zaedni~ki to~ki so apscisnata Ox -oska.   
 Koi vrednosti mo`e da gi ima apscisata na temeto na parabolata? 
 Re{enie. Od uslovot deka parabolata minuva niz to~kite ( 2,1)A -  i (2,9)B  dobivame  

{4 2 1
4 2 9
a b c
a b c
- + =
+ + = . 

Ako od vtorata ravenka ja odzememe prvata ravenka na sistemot, dobivame 2b=  i potoa 

4 5a c+ = .  

 Od uslovot na zada~ata, parabolata nema zaedni~ki to~ki so Ox -oskata, pa spored toa 

nema realni koreni. Zna~i, nejzinata diskriminanta e negativna, t.e.  
2 4 4 4 (5 4 ) 0D b ac a a= - = - - < . 

So re{avawe na poslednata neravenka dobivame 1 1
4

a< < . Od druga strana, parabolata 

mo`eme da ja zapi{eme vo oblik  

2 2 2
2

1 1 1( ) 2 5 4 2 5 4f x ax b c ax x a a x x a
a aa

æ ö÷ç= + + = + + - = + + - + -÷ç ÷çè ø
 

( )
2 24 5 11( ) a af x a x

a a
- += + + . 

Sega, apscisata na temeto na prabolata e 1
Tx a
=- , pa od prethodno dobienite neravenstva 

za a  imame 4 1Tx- < <- , {to se baranite vrednosti.  

 285. Za koi vrednosti na parametarot m  site re{enija na ravenkata  
4 2 1 0mx mx m- + + = , 

se nao|aat vo intervalot ( 1,1)- .  

 Решение.  Со смената 2y x= , равенката го добива обликот  

2 1 0my my m- + + = .          (*) 

Ако x  е решение на почетната равенка што се наоѓа меѓу реалните броеви  1-  и 1 , тогаш y  е решение 

на (*) што се наоѓа меѓу реалните броеви 0  и 1 . Равенката (*) од друга страна не може да има само едно 

решение меѓу 0  и 1 . Во тој случај би било исполнето (0) (1) 0f f⋅ < , каде 2( ) 1f y my my m= - + + , 

односно 2( 1) 0m+ <  што не е можно ( 2(0) (1) ( 1)( 1) ( 1) 0f f m m m= + + = + < ) .   

 Да забележиме дека (*) има две решенија  кои се меѓу 0  и 1  ако се исполнети следните услови  

 а) 0D ³ , т.е. 2 4 ( 1) 0m m m- + ³ . Последната неравенка е исполнета за )4 ,
3

m éÎ - +¥êë
. 

 б) (0) 0mf > , т.е. ( 1) 0m m+ > . Последната неравенка е исполнета за ( , 1) (0, )m Î -¥ - È +¥ . 

 в) (1) 0mf > , т.е. ( 1) 0m m+ > . Последната неравенка е исполнета за ( , 1) (0, )m Î -¥ - È +¥ . 

 г) (1) (0) 0f f¢ ¢ < , т.е. 2 0m- < . Последната неравенка е исполнета \ {0}m Î .  

 Сите четири услови се исполнети за )4 , 1
3

m éÎ - -êë
. За вака определените вредности на m  имаме 

1 20 0y y< < < , односно  

2 1 1 21 0 1y y y y- <- <- < < < < , 

што требаше да се докаже.  
 



 IV godina 

 286. Neka ,x y  i z  se pozitivni realni broevi takvi {to 2 2 2 1x y z   . 

Doka`i deka  

  3
xy yz zx
z x y
   .  

 Re{enie. Jasno e deka 0
xy yz zxS
z x y

    . Sega,  

  

2 2 2 2
2

2 2 2
2 2 2

2 2 2

2( ) .

xy yz xy yz xy yz yz xyzx zx zx zxS
z x y z x y z x x y z y

xy yz zx x y z
z x y

                       
       

               
     

 

Od druga strana od to~nosta na неravenstvoto  

  2 2 2a b c ab bc ca     ,  

koe e ispolneto za bilo koi realni broevi, dobivame  

  
2 2 2

2 2 2xy yz xy yz yz xyzx zx zx x y z
z x y z x x y y z

                 
     

,  

pa spored toa  
2 2 2 23( ) 3S x y z     

3S  . 

 Ravenstvo se dostignuva ako i samo ako  

xy yz zx
z x y
  , 

t.e. 2 2 2x y z  . Bidej}i ,x y  i z  se pozitivni, ravenstvo va`i ako i samo ako x y z  .  

  

 287. Neka 1 2, ,..., na a a  se realni broevi. Doka`i deka  

3 3 3 2 2 23
1 2 1 2... ...n na a a a a a       . 

 Re{enie. Ako 0 1x  , toga{ 
3
2x x . Pritoa, ravenstvo se dostignuva za 0x   i 1x  .  

 Neka vo kone~nata niza 1 2, ,..., na a a  ima nenulti element, t.e. postoi {1, 2,..., }k n  taka 

{to 0ka  . Toga{  

2

2

1

s
s n

p
p

a
x

a





,  1,2,...,s n  

se takvi {to 0 1sx  . Spored zabele{kata na po~etokot na re{enieto na zada~ata imame 

3
2
s sx x , t.e.  

3
2

2 2

2 2

1 1

s s
n n

p p
p p

a a

a a
 

 
 
  
 
  

 

, 1,2,...,s n . 

No, toga{  



  

3
2 2

2 2
1

2 2 21 1

1 1 1

1

n

sn n
s s s

n n n
s s

p p p
p p p

a
a a

a a a



 

  

 
 

      
   

 


3

3
1 22

1

1
n

s

s n

p
p

a

a





 
  

 



3
23 2

1 1

n n

s p
s p

a a
 

 
   
 

. 

Sega, jasno e deka 

1 1
3 23 2

1 1

n n

p p
p p

a a
 

   
       

   
.  

 Ako pak site , 1, 2,...,sa s n  se ednakvi na nula, toga{ важи знакот за равенство. 

 288. Neka 30030 2 3 5 7 11 13m         i M  e mno`estvoto od site pozitivni 

deliteli na m  koi se proizvod na dva prosti deliteli na m . Opredeli go 

najmaliot priroden broj n  so slednoto svojstvo: od bilo koi n  razli~ni broevi 

od M  mo`e da se izberat tri ~ij proizvod e m .  

 Re{enie. Jasno e deka mno`estvoto M  ima 
6

15
2

 
 

 
 elementi, odnosno  

{2 3, 2 5, 2 7, 2 11, 2 13, 3 5, 3 7, 3 11, 3 13, 5 7, 5 11, 5 13, 7 11, 7 13, 11 13}M                 . 

 Od druga strana, ako izbereme 5  od 6 -te prosti deliteli na brojot m , mo`e da 

napravime 
5

10
2

 
 

 
 elementi od mno`estvoto M . Proizvodot na bilo koi tri od niv ne 

mo`e da e brojot m . Zna~i, 11n    

 ]e poka`eme deka 11n  . Elementite na mno`estvoto M  }e gi razdelime na pet 

poparno disjunktni podmno`estva od M  pri {to proizvodot na elementite od sekoe od tie 
mno`estva oddelno e brojot m . Edna takva podelba e  

{2 3,5 13,7 11}

{2 5,3 7,11 13}

{2 7,3 13,5 11}

{2 11,3 5,7 13}

{2 13,3 11,5 7} .

  
  
  
  
  

 

 Ako izbereme 11  elementi od mno`estvoto M , spored principot na Dirihle tri 
elementi }e bidat od edno isto mno`estvo, od prethodnite delbeni mno`estva. Nivniot 
proizvod e brojot m .  

 
  

 

 

  
 


